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1. Multimi

1.1 Notiunea de multime. Element. Relatia de apartenenti

1. Multimea este o notiune primari, ea nu se defineste.

Intuitiv, multimea reprezintd o colectie (grupare) de obiecte
avand o naturd bine determinatd, obiectele numindu-se elemente.

Multimile se noteazd cu litere mari, iar elementele unei
mulfimi cu litere mici.

2. Fiind datd multimea 4 si a este un element al multimii 4,
atunci scriem a € A si citim a apartine lui 4.

Fiind datd mulfimea 4 $i @ nu este un element al multimii 4,
atunci scriem a € A si citim g nua apartine lui 4.

3. Multimea care nu are nici un element se numeste
multimea vidi si se noteazi @.

Exemplu: {x e N|3 < x <3} =0.

4. O multime 4 poate fi data astfel:
a) prin enumerarea elementelor multimii intre acolade, fiecare
element al multimii scriindu-se o singura data;

Exemple: A={1,2,3},B={a,b,c},C ={1,2,x,5,y}.
b) cu ajutorul unei proprietiti ce caracterizeazd elementele
multimii;

Exemple: 1. 4 este multimea cifrelor pare. Multimea 4
se poate scrie A = {0,2,4,6,8};
2. B este multimea literelor cuvantului matematica. Multimea B
se poate scrie B = {m, a,t, ¢,i, ¢, i},
3. C este multimea numerelor naturale mai mici decat 30 si care
se impart exact la 5. Ea se poate scrie C = {0, 5,10, 15,20, 25}.
4. A={xeN|x<5}=1{0,1,2,3,4};
5. A={xeN*|3<x <8} ={3,4,567}
{x eN*|x|8} ={1,2,4,8};
={xeN*|xi4six <30}={4,8,1216,20,24,28};
={xeN*[3<x<30six:6}=1{6,12,18,24}.

6. A
7. A
8. 4
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¢) cu ajutorul diagramei Venn-Euler;

Exemple:

5. Fiind datd multimea finitd 4, atunci numarul de elemente
al multimii 4 se numesgte cardinalul lui 4 §i se noteaza card A.

Exemple: card {1,2,3,4} = 4; card {a, b,c} = 3.

6. Fiind date multimile 4 si B, spunem ci multimile sunt
egale si scriem A = B, dacd orice element din A4 apartine si
multimii B si orice element din B apartine si multimii 4.

Exemple: a) A=1{1,3,5,7,9} si B = multimea cifrelor
impare.
by A={x€N"| 3<x<10six:2}si B ={468).

Observatie. Doua multimi egale au acelasi cardinal.

1.2 Relatia intre dousi multimi. Submultimi

1. Fiind date multimile 4 si B, spunem ci multimea 4 este
inclusd In multimea B dacd orice element al multimii 4 este si
element al multimii B. Notdim A ¢ B si spunem cd 4 este o
submultime a multimii B.

Exemple: a) Daca A = {1,2}si B = {1,2,3}, atunci A c B.-
b) Daci A ={1,3,5,7,9}si B = {3,5} atunci B < A.

Observatie. Evident 4 € Asi ¢ < A.

2. Proprietati ale relatiei de incluziune
1. A € A - relatia C este reflexiva;
2. AcBsiBc A = A=B -rclatia C este antisimetrica;
3.AcBsiBc(C = AcC( -relatia C este tranzitivi.

1.3 Operatii cu submultimi

1. Numim intersectia multimilor 4 si B §i notim A N B,
mulfimea formati din elementele comune multimilor 4 si B.

Putem scrie: ANB = {x|x € Asix € B}.

Observatie. Intersectia a doui multimi este o operatie
comutativa, deoarece evident AN B = B N A.

Exemplu: Daci A = {1,2,7}si B ={0,1,2,3,4, 5}, atunci
AnB={1,2}

2. Numim reuniunea rhultimilor 4 si B si notim A U B,
multimea formatd din elementele care apartin cel putin uneia
dintre multimile 4 si B.

Putem scrie: A U B = {x|x € Asaux € B}.

Observatie. Reuniunea a doud multimi este o operatie
comutativi, deoarece evident AU B = B U A.

Exemplu: Daci A = {1,5,9}si B = {0, 1, 3,4, 5}, atunci
AUB={0,1,3,4,5,9}.

3. Numim diferenta multimilor 4 si B si notim A — B,
mulfimea formatd din elementele multimii 4 care nu apartin
multimii B.

Putem scrie: A — B = {x|x € Asix ¢ B}.

Exemplu: Daci 4 = {1,3,5,7,9}si B = {0, 1, 3,4}, atunci
A—B={5,7,9}siB—-A=1{0,4}.

Observatie. Diferenta a doud mulfimi nueste o operatie
comutativd, deoarece evident A — B # B — A. Aceasti afirmatie
rezulti si din exemplul de mai sus, unde se vede clarcd A — B #
# B — A.

4. Fiind datd multimea E si A o submulfime a lui £, numim
complementara lui 4 in raport cu E multimea E — A, care se
noteazd CgA.

Putem scrie: CpA = {x|x € Esix ¢ A}.

Exemplu: Daci E = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} si 4 = {1,3},
atunci Cg4 = {0,2,4,5,6,7,8,9}.
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5. Numim produs cartezian al multimilor 4 si B si notim
AxB; multimea formata din toate perechile care’ au primul element
din multimea4 si al doilea element din multimea B.

Putem scrie: AxB'= {(x, y)|x € Asiy € B}.

Exemplu: Fiind date multimile 4 = {0,1} si B = {1,2,3},
avem: AxB = {(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(1,3)} si
BxA ={(1,0),(1,1),(2,0),(2,1),(3,0),(3.1)}.

Observatie. Produsul cartezian a doud multimi nu este
comutativ. Aceastd afirmatie rezultd si din exemplul de mai sus,
unde se vede clar ci AxB + BxA.

1.4 Aplicatii

1. Determinati multimile:
a) A={xeN|x=3n+1,n=1,23}%
b) B={xeN|8x+7 =71}
) C={xeN|11<5x+1<31}L

Solutie. a) n=1=>x=4n=2=x=7sin=3=x=
= 10. Atunci 4 = {4,7,10}.
b) 8x+7=71=28x=71—7 = 8x =64 = x = 8. Atunci:
B = {8}.
) S5x+1211=5x210=2x=>2 si 5x+1<31=25x<
<30 = x < 6. Rezultd atunci cd 2 < x < 6 si cum x € N, rezults
x=2,3,45sC=1{23,4,5}.

2. Se considera multimile 4, B:
A={xEN|x=7—2kkeN}
B={xe&N|x=10—3kkeN

Sa se determine AnB,AUB,A— B,B — A, AxB, BxA.

Solutie. Pentru multimea 4: k=1=>x=5k=2=x=

3k =3=x=1siatunci A ={1,3,5}
Pentramullimea Bk =1=2x=7k=2=>x=4k=3=>x=
Fsiatunct B = {1,4,7}.
Alunciavem: An B = {1,3,5}n{1,4,7} = {1}
8

AuB={1,35}u{1,4,7}=1{1,3,4,57}
A—B=1{1,3,5}—{1,4,7} ={3,5};
B—-A={1,4,7}-{1,3,5} ={4,7};

AxB =

={(1,1),(1,4,(1,7),(3,1),3,4),3,7), (5,1, (5,4, (57}
BxA =
={(1,1),(1,3),(1,5),(4,1),(4,3),(4,5).(7,1),(7,3), (7,5)}

3. Sa se determine x, y € N, astfel incat sd avem:
{1,3,x,7,y,11} — {1,3,7} = {5,9, 11}.
Solutie. Evident {1,3,x,7,y,11} —{1,3,7} = {x,y,11} =
={5911}=>x=5y=09.

4. Si se determine multimea X, stiind ca:
a) Xn{3,4,56}={4,6}
b) XU {3,4,5,6}={1,2,3,4,5,6}.

Solutie. Deoarece X N {3,4,5,6} = {4, 6} rezulti 4,6 € X.
Deoarece X U {3,4,5,6} = {1,2,3,4,5,6} rezulti 1,2 € X.
Atunci X = {1,2,4,6}.

5. Sa se determine multimile X si ¥, stiind ca:
a) XuY ={1,23,45}
b) XnY ={1,2}
c) 5¢X-Y;
d) multimea X are mai multe elemente decit multimea Y.

Solutie. Din X NY ={1,2} rezultd 1,2 € X;1,2 €Y. Cum
5¢X—-Ysi5¢XNY relti 5€Y — X, deci 5 € Y. Deoarece
XuY=1{1,2,3,45}remltici3, 4 €Xsau3,4€Y sau3 € Xsi
4€Ysau3 €Y si4eX. insdXare mai multe elemente dect ¥ i
atuncirezultica 3,4 € X. Deci X = {1,2,3,4}siY = {1,2,5}.

6. Determinati x, y € N astfel incat:
{1,x,73n{3,v,5} = {3, 7}
Solutie. 3 €{1,x,7} =>x=3si7€{3,y,5)=2y=7.
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2. Multimea numerelor naturale

2.1 Scriereasi citirea numerelor naturale in sistemul de
numeratie Zecimal

1. Numerele naturale se scriu cu ajutorul cifrelor arabe care
sunt: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

2. Sirul numerelor naturale este:
0,1,2,...,11,12,13, ... 101, 102, 103, ..., 1001, 1002, 1003, ...

Acest sir Incepe deci cu 0 si nu se termind, fiind infinit.

Oricare doud numere aldturate ale sirului numerelor naturale
difera intre ele prin 1 si se numesc numere naturale consecutive.

Exemple: 5 5i 6; 12 5i 13; 105 si 106; 1568 si 1569.

Multimea numerelor naturale se noteazi cu N si este:
N={0,1,2,..,n,n+1,..}.

Multimea numerelor naturale nenule se noteazi cu N* si
este: ,
N={12,..,n,n+1,..}

2. In viata de zi cu zi folosim sistemul de numeratie zecimal,
care utilizeazd In scrierea numerelor naturale cifrele arabe
prezentate la 1. Conform acestui sistem avem:

a) un numdir natural de 2 cifre se scrie ab , unde a, b sunt cifre,
a#0siab=10a+b.

b) un numdr natural de 3 cifre se scrie abc , unde a, b, ¢ sunt
cifre, a # 0 siabc = 100a + 10b +c.

¢) un numir natural de 4 cifre se scrie abcd , unde @, b, ¢, d sunt
cifre, a # 0 siabcd = 1 000a + 1005 + 10¢ + d.

d) un numir natural de 5 cifre se scrie abcde , unde a,b,c,d, e
sunt cifre, a=+#0 si abcde =10000a+ 1000b+ 100c +
+10d +e.

€) un numdr natural de 6 cifre se scrie abcdef , unde a,b, ¢, d, e,
fsunt cifre, a # 0 si abcdef = 100 000a + 10 000b + 1000¢ +

10

+100d + 10e + f.

in mod analog acest proces de scriere poate continua.

Exemple: 37 =3-10+7;175=1-100+7-10+5;

12349=1-100004+2-1000+3-100+4-10+9-1.

Aplicatii.

a) Scriei cel mai mic si cel mai mare numdr natural de
forma aab.

Solutie. Cel mai mic numar se obtine pentru cifra sutelor
egald cu 1, adicd a = 1. Ciutdim acum cel mai mic numar de
forma 11b. Acest numir se obtine pentru b = 0 si este 110.

Cel mai mare numdr se obtine pentru cifra sutelor egala cu 9,
adicd a = 9. Cautim acum cel mai mare numir de forma 99b.
Acest numdr se obtine pentru b = 9 si este 999.

b) Scrieti toate numerele naturale de forma Tab2 pentru
carea+b = 3.
- Solutie. Avem: a+b=3=2a=0b=3;a=1b=2;
a = 2,b =1sia=3,b=0. Atunci numerele naturale sunt:
1032, 1122, 1212, 1302.

3. Numerele naturale se pot scriu si cu ajutorul cifrelor
romane care sunt: [, V, X, L, C, D si M, care reprezintd respectiv
numerele: 1, 5, 10, 50, 100, 500 si respectiv 1000.

Pentru scrierea si citirca numerelor naturale cu ajutorul
cifrelor romane se aplica regulile:

a) Daci se scrie o cifid cu valoare mai micd in dreapta uneia cu
valoare mai mare, se indicd adunarea celor doud.

Exemple. XV =X+ V=10+5=15;DX=D + X = 510.
b) Daci se scrie o cifrd cu valoare mai micd in stdnga uneia cu
valoare mai mare, se indica sciderea celei mici din cea mare.

Exemple. IC=C—-1=100—-1=99;VL=L -V = 45.
c) Cifrele I, X, C, M pot fi scrise consecutiv de cel mult 3 ori.

d) Cifrele V, L, D nu se pot repeta consecutiv.
€) Nu se poate scidea mai mult de o cifra.
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Exemplu. Numirul 48 il seriem XLVIII si nu 1l putem scrie
IIL; deoarece IIL=50-1-1 si am incilca reguld e).
f) Cifrele V, L, D nu se pot scidea:
g)" O-—cifré -sau un grup de cifre-subliniate superior cu o linie se
considerd multiplicate de 1 000 ori.
Exemple. a) L =50-1000 = 50 000;
b) VL = VL-1 000 = 45 -1 000 = 45 000.

2.2 Reprezentarea numerelor naturale pe axii.
Compararea si ordonarea numerelor naturale.
Aproximarea si rotunjirea numerelor naturale

1. Numim axi a numerelor o dreapti d pe care am fixat un
punct O, numit origine, un sens pozitiv de parcurgere si un
segment OP numit unitate de masura.

0

b
I | L2

Oricdrui numar natural ii corespunde pe axa numerelor un
punct.

Exemplu. Pe axa de mai jos, lui 0 ii corespunde punctul O,
lui 1 punctul A, lui 2 punctul B, lui 3 punctul C, lui 4 punctul D si
asa mai departe, lui n 1i corespunde punctul M.,

OABC D..... M
———————
01 23 4..... n
2. Pentru oricare doud numere naturale a si b este adevarata
v s numat una dintre alirmatiile: a < b,a = b, a > b.
Observatie. Incgalitatea numerelor este tranzitiva, adica:
a< hab<¢c=a<c.
Yo Aproximarca prin lipsd pana la zeci (sute, mii, etc) a unui

nunmiar natural este cel mai mare numar natural, mai mic sau egal
decat numirul dat format numai din zeci(sute, mii, etc).

lixemple. Fiind dat numarul natural 12 457, atunci:

12

aproximarea prin lipsa pana la zeci a lui este 12 450;
aproximarea prin lipsd pana la sute a lui este 12 400;
aproximarea prin lipsd pana la mii a lui este 12 000.

4. Aproximarea prin adaos pand la zeci (sute, mii, etc) a
unui numar natural este cel mai mic numir natural, mai mare sau
egal decat numarul dat format numai din zeci(sute, mii, etc).

Exemple. Fiind dat numirul natural 12 457, atunci:
aproximarea prin adaos péna la zeci a lui este 12 460;
aproximarea prin adaos pani la sute a lui este 12 500;
aproximarea prin adaos pana la mii a lui este 13 000.

5. Rotunjirea pénd la zeci (sute, mii, etc) a unui numér
natural este aproximarea prin lipsd pand la zeci (sute, mii, etc)
sau prin adaos zeci (sute, mii, etc) care este mai apropiatd de
numdrul natural dat. Daci cele doud aproximari sunt la fel de
apropiate de numirul dat, atunci rotunjirea este datd de
aproximarea prin adaos.

Exemple. Fiind dat numérul natural 12 457, atunci:
rotunjirea pand la zeci a lui este 12 460;
rotunjirea pani la sute a lui este 12 500;
rotunjirea pand la mii a lui este 12 000.

Aplicatii

a) Rotunjiti pand la zeci toate numerele de forma aba, unde
a si b sunt cifre consecutive i crescitoare.

Solutie. Numerele de forma aba cu a si b consecutive si
crescitoare sunt; 121, 232, 343, 454, 565, 676, 787, 898, iar
numerele rotunjite sunt: 120, 230, 450, 570, 680, 790, 900.

b) Ordonati crescitor toate numerele naturale de forma abc,
unde a, b, ¢ sunt numere pare consecutive crescatoare.

Solutie. g fiind prima cifrd a numarului, trebuie sa fie
diferitd de 0. Atunci a = 2,4, 6 sau 8. Daca a = 2, atunci
numarul este 246. Daca a = 4, atunci numarul este 468. Pentru
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a = 6 sau a = 8 nu obtinem solutii. Deci numerele in ordine
crescitoare sunt: 246 si468.

2.3 Adunarea numerelor naturale

1. TFiind date numerele naturale a §i b, existi un numir
natural ¢, unic, notat a + b si care se numeste suma numerelor a si
b. Numerele a si b se numesc termenii sumei.

2. Proprietitile adunarii numerelor naturale
a) Comutativitatea: x +y =y + x (V)x,y € N;
b) Asociativitatea: (x +y) +z=x+ (y +2) (V)x,y,z €N;
c) Elementneutru0: x + 0 =0+ x = x (V)x €N.

Alte proprietiti:
a) (V)x,y € N, astfel incitx = y si (¥)z € N, atunci are loc
egalitatea: x +z =y + z.
b) (V)x,y €N, astfel incitx <y si (v)z € N, atunci are loc
egalitatea: x +z <y + z.
¢) (V)x,y,z,u €N, astfel incitx = y si z = u, atunci are loc
egalitatea: x +z =y + u.
d) (M)x,y,z,u €N, astfel incitx <y siz <u, atunci are loc
egalitatea: x +z <y + u.

Observatie. Foarte important3 in aplicatii este suma:
n(n+1)
1+24+3+-4+n= P

49-50
Exemplu. 1 +2 4+ -+ 49 = - = 1225.

Aplicatii.
a) Scrieli pe 20 ca suma a doud numere egale.

Solutic. Notdm cux numerele egale si avem: x + x = 20 =
0 X 10,
b) Scricti pe 63 ca suma a doud numere naturale

consecuhve.
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Solutie. Fie x si x+1 cele doui numere naturale
consecutive. Atunci x+x+1=63=>x+x=62>x =31.
Numerele sunt 31 si 32.

¢) Reconstituiti adunarea: 1a7b + 43¢5 = d604.

Solutie. b+ 5 =x4, unde x=0 sau 1. Evidentx = 1i
atunci b+5=14=bh=9. In continuare 7+c+1=2x0.
Bvident x =1 si atunci 8+c=10=>c=2. in continuare
a+3+1=6=>a=20Insfarsit1 +4=d=d =5.

Atunci adunarea este: 1279 + 4325 = 5604.

2.4 Scaderea numerelor naturale

1. Fiind date numerele naturale a si b cu a = b, existd un
numir natural ¢, unic, notat a — b si care se numeste diferenta
numerelor a i b. Numarul g se numeste descézut, iar b scazator.

Sciderea numerelor naturale nu este comutativd, nu este
asociativd si nu are element neutru.

2. Proprietiti ale sciderii numerelor naturale:

a) (¥)x EN,avemx + 0 = x.

b) (V)x,y €N, astfel incitx =y si (V)z€N, z<x, z<y,
atunci are loc egalitatea: x —z =y — z.

b) (V)x,y €N, astfel incitx <y si (V)z€N, z<x, z<y,
atunci are loc inegalitatea: x —z <y — z.

Exemplu. Calculati: 1998 + 5 989 — 998 — 989,

1998 + 5989 — 998 — 989 = 1998 — 998 + 5 989 — 989 =
= 1000+ 5 000 =6 000.
Aplicatii.
a) Verificati egalitatea:
5500—1500—-1000=9000-3 000—3000.

Solutie. 5500—1500—1000=4000—1000 = 3 000.

9 000—3000~—3000=6000-—3000=3000.
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